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Kesirli Programlama Modeli

Ornek: Doktor say1s1 ve hemsire sayisi girdi degiskenleri; ayaktan tedavi edilen hasta sayis1 ve yatarak
tedavi edilen hasta sayis1 da ¢ikt1 degiskenleri olan 12 tane hastanenin verimliligini degerlendirmek
istedigimizde hangi hastanenin en verimli oldugu ve bir hastanenin digerinden ne zaman daha verimli
oldugu sorularmi cevaplamak onemlidir. Verimliligin, ¢iktinin girdiye oranlanmasi olarak
hesaplandig1 distinildigiinde tek girdi ve tek ¢iktr olan durumlarda bu hesabi yapmak kolaydir.
Ancak, tretim siireci birden fazla girdi ve birden fazla ¢ikt1 igeriyorsa tek bir ¢ikti/girdi orani ile
verimlilik degeri dogrudan hesaplanamaz. Bu durumda, her bir girdi ve ¢iktinin gostergelerine agirlik
verilmesi gerekir. Girdiler ve ¢iktilar arasindaki goreli 6nemi yansitan agirlik katsayisinin nasil

belirlenecegi onemlidir.

. Hastaneler A B C | D | E F| G| H ] J K| L

Doktorsayisi | 20 | 19 | 25 | 27 | 22 | 55 | 33 | 31 | 30 | 50 | 53 | 38
Hemsire sayisi | 151|131 [ 160 | 168 | 158 | 255 | 235 | 206 | 244 | 268 | 306 | 284
Ayaktan hasta | 100 | 150 | 160 | 180 | 94 | 230 | 220 | 152 | 190 | 250 | 160 | 250
Yatan hasta 90 | 50 | 55 | 72 | 66 | 90 | 88 | 80 (100|100 |147 (120

Kesirli programlama modeli Charnes, Cooper ve Rhodes tarafindan ilk gelistirilen modeldir. Model,
her karar birimi igin agirliklandirilmis ¢iktilarla, agirliklandirilmig girdilerin oranindan yola ¢ikilarak
olusturulmustur. n karar birimi, m girdi sayis1 ve s ¢ikti sayist olmak tizere k karar birimi i¢in girdi
verileri (Xak, Xk,....., Xmk) Ve ¢ikt1 verileri (Yik, Y2k, ...... , Ysk) ile gosterilmektedir. Girdi verileri
matrisi X ve ¢ikt1 verileri matrisi Y olmak tizere; girdi (mxn) ve ¢ikt1 (sxn) matrisleri asagidaki sekilde

gosterilmektedir:



Oncelikle her karar birimi igin agirhklar (vik) ve (Ur) kullanilarak sanal girdi ve sanal

olusturulmaktadir.
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VZA modellerinde; Sanal Cikti1 / Sanal Girdi oran1 maksimize edilecek sekilde agirliklar

belirlenmektedir.

Kesirli programlama modeli i¢in dogrusal programlama modellerinin ¢oziimiinde kullanilan Simpleks

Algoritmasina benzer standart bir yontem bulunmamaktadir. Ancak, etkinlik analizlerinde kullanilan

matematiksel programlama modelinin 6zel yapis1 kullanilarak, kesirli programlama modeli, dogrusal

programlama modeline doniistiiriilebilmektedir.
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Burada;
s : Uretilen ¢ikt1 sayisin,

m : Kullanilan girdi sayisini,

urk : k karar birimi tarafindan r’inci ¢iktiya verilen agirlhigi,

Yrk : k karar birimi tarafindan iiretilen r’inci ¢ikti miktarini,

vik : k karar birimi tarafindan 1’inci girdiye verilen agirhigs,

Xik : k karar birimi tarafindan kullanilan 1’inci girdi miktarin,




gostermektedir.

VZA yonteminde tim karar birimleri, girdilere ve g¢iktilara verecekleri agirliklar1 serbestce
belirleyebilmektedirler. Her karar birimi agirhiklarini, kendi toplam faktor verimliligi degerini
maksimize edecek sekilde secgebilmelidir. Fakat, tim karar birimlerinin kendilerini etkin yapacak
agirliklar1 segerek tarafli davranmalarinin 6nlenebilmesi igin modele iki kisit eklenmistir. Bu
kisitlayicilardan birincisi ile yapilacak olan degerlendirmenin mantikli olabilmesi igin, tahsis edilen
agirliklarin 1°1 gegmesi yani, agirlikli ¢iktilarin toplaminin, agirlikli girdilerin toplamindan biyiik

olmas1 engellenmektedir. ikinci kisitlayiciya gore de, tim agirliklar pozitif deger tasimalidir.

Toplam faktor verimliligi formiiliine iki kisitlayict eklendikten sonra, kesirli programlama modeli

olusmaktadir:
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n :Kara birimi sayisini,
Ex :k karar biriminin etkinlik degerini,

Y, :j’inci karar birimi tarafindan iiretilen r’inci ¢ikti mikta-

rini,

Xij : J’inci karar birimi tarafindan kullamlan i’inci girdi

miktarini, gdstermektedir.

Daha sonra, yine Charnes, Cooper ve Rhodes tarafindan tespit edilen modeldeki bir eksiklik
diizeltilmistir. Matematiksel programlama modelinde kullanilan urk Ve Vik agirliklari ile ilgili olan urk
> 0 ve vik > 0 kisitlayicilarinin urk > 0 ve vik > 0 seklinde degistirilmesi gerekmistir. Kesirli
programlama modelinde, agirliklarin sifira esit olamayacagi belirlenmistir ve modeldeki bu
kasitlayicilar urk > € Ve Vik > € haline doniistiiriilmiistiir. €, 10 gibi ¢ok kiigiik pozitif bir deger olarak

alinmaktadir.




VZA modelleri, agirliklara ulagabilmek amaciyla her bir karar birimi i¢in bir optimizasyon prosediirii
uygulamaktadir. Bunu yaparken ayni zamanda da s6z konusu karar birimi igin bir etkinlik degeri
hesaplamaktadir. Her bir karar birimi icin gerceklestirilen optimizasyon sonucunda ayrica,

etkinsizligin kaynaklari ve miktar1 konusunda da bilgi saglamaktadir.

Kesirli programlama modeli ve tim VZA modelleri girdiye ve ¢iktiya yonelik olarak iki sekilde
tanimlanmistir. Girdiye yonelik olan modellerde, belirli bir ¢ikt1 bilesimini etkin bir bigimde
uretebilmek i¢in kullanilabilecek en uygun girdi bilesimi arastirilirken, ¢iktiya yonelik modellerde,

belirli bir girdi bilesimi ile tretilebilecek maksimum ¢ikt1 miktar1 arastirilmaktadir.

Girdiye Yonelik Kesirli Programlama Modeli

Girdiye yonelik olarak kurulan VZA modelleri, amag fonksiyonunun, yani karar biriminin etkinlik
degerinin maksimum olmasi saglayacak agirliklar1 tespit etmektedir. Girdiye yonelik kesirli

programlama modeli asagidaki sekilde kurulmaktadir:
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&: Yeterince kiigiik pozitif bir say1y1 (0,0000001) gostermektedir.

Girdiye yonelik kesirli programlama modelinin kurulusu asagidaki tabloda girdi ve ¢ikti miktarlar

verilen 6 karar biriminden olusan bir 6rnek tizerinde incelenebilir.

Karar Birimi A B Cc D E F

Girdiler Xi 3 5 1 3 3 2
X2 3 1 5 3 3 1
Ciktilar Y 2 5 1 5 1 3

Y2 2 1 5 1 5 2




VZA modellerinin ¢oziimiinde, tim karar birimleri i¢in modeller ayr1 ayri kurulup, ¢6ziilmektedir.
Yukaridaki 6rnekte A karar birimi icin olusturulacak olan girdiye yonelik kesirli programlama modeli

asagidaki sekilde kurulmaktadir:
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Modelin ¢oziimii yapildiktan sonra, A karar biriminin etkinlik degeri, yani modelde amag
fonksiyonunun maksimum degeri, Ea = 0,4615 olarak bulunmaktadir. Bu sonugtan hareketle A karar
biriminin, karsilastirmas: yapilan gézlem kiimesi icerisindeki karar birimleri arasinda, goreli olarak

etkin olmadig1 séylenebilmektedir.
Ciktiya Yonelik Kesirli Programlama Modeli

Ciktiya yonelik kesirli programlama modeli de girdiye yonelik kesirli programlama modeline
benzemektedir. Aralarindaki fark, c¢iktiya gore kesirli programlama modelinin, agirliklandirilmis
girdilerin, agirliklandirilmig ¢iktilara oranindan meydana gelen amag fonksiyonunu minimum yapan
bir model olmasindan kaynaklanmaktadir. Ciktiya yonelik kesirli programlama modeli asagidaki gibi

kurulmaktadir:
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Modelin amag fonksiyonunda Fk’nin alabilecegi en kii¢iik deger 1’dir ve amag fonksiyonu degerinin

1’e esit olmasi k karar biriminin etkin oldugu anlamina gelmektedir. Fk’nin 1’den kiigik olmasi ise k

karar biriminin etkin olmadigin1 gostermektedir. F karar birimi igin model kurularak incelenebilir:

Karar Birimi A B c D E F

Girdiler X 3 5 1 3 3 2
Xz 3 1 5 3 3 1

Ciktilar Y, 2 5 1 5 1 3
Y, 2 1 5 1 5 2
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Modelin ¢6ziimii yapildiginda, amag fonksiyonun minimum degeri Fs = 1 olarak bulunmaktadir. Bu

sonug B Kkarar biriminin gozlem kiimesi icerisinde goreli etkinlige sahip oldugunu gostermektedir.
Agirlikli (Primal) Dogrusal Programlama Modeller1

Etkinlik degerlerinin hesaplanmasinda kesirli programlama modeli kullanilmamaktadir. Bunun nedeni
girdi ve ¢ikt1 sayilarinin fazla oldugu durumlarda modelin ¢6ziimiiniin oldukga gii¢ olmasidir. Kesirli
programlama modelinin ¢oziimiindeki giigliikleri ortadan kaldirmak amaciyla Charnes, Cooper ve
Rhodes kesirli programlama modelini, dogrusal programlama modeline dontstiirebilmek igin bir

transformasyon kullanmiglardir.
Girdiye Yonelik Agirhikh Dogrusal Programlama Modeli

Girdiye yonelik kesirli programlama modelinde, amag fonksiyonunda verilen ifadeyi, maksimize eden
uygun ¢6ziim (u*, v*) ise, bu nedenle tim (Bu*, Bv*) mimkiin ¢oziimleri p > 0 olmak iizere amag

fonksiyonunu maksimize etmektedirler.
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doniasimi kullanilarak, sonsuz elemanli ¢6ziim kimesini temsil eden bir ¢6ziim bulunmaktadir.
Dontigim sonucu bulunan ve simpleks yontemi ile ¢oziilebilen girdiye yonelik model, asagidaki
sekilde kurulmaktadir.
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Girdiye yonelik agirlikli dogrusal programlama modelinin kurulmasi Lagley Bolgesi’ndeki liselerin
karsilagtirllmasinin yapildig: bir 6rnek tizerinde incelenebilir. Bu bélgeye dahil olan ti¢ lisenin son
smiflariin degerlendirilmesi yapilacaktir. Degerlendirmede kullanilacak olan girdi ve ¢ikti miktarlar

tabloda gosterilmektedir.




Girdiler Roosevelt | Lincoln | Washington
Son siniflara ders veren 6gretmen sayisi 37 25 23
Bitge (100.000 §) 6.4 5 47
Kayith son sinif dgrencisi sayisi 850 700 600
Ciktilar Roosevelt | Lincoln | Washington
Ortalama SAT degeri 800 830 900
Mezun olan dgrenci says 450 500 400
Universiteye kabul edilen 6grenci sayisi 140 250 370

Roosevelt lisesinin degerlendirilmesinin yapilabilmesi igin kurulacak olan girdiye yonelik dogrusal

programlama modeli asagidaki gibidir:
Er = Maksimum 800u, i + 450u,z + 140us,
37v1g + 6,4V, + 850V = 1
800u i + 450Uy, + 140us; — (37v4g + 6,4V, + 850v5;z) < 0
830uyg + 500Uy, + 250U — (25v45 + 5v,5 + 700v55) < 0
900u,g + 400u,p + 370U — (23v15 + 4,7V, + 600v5z) < 0

Modelin ¢6ziimiinde Roosevelt Lisesi’ndeki son siniflarin gézlem kiimesi icerisindeki goreli etkinlik
degeri, Er=0,7517 olarak hesaplanmistir. Bu durum Roosevelt Lisesi’nin goreli olarak etkin bir karar

birimi olmadigimi gostermektedir.
Ciktiya Yonelik Agirhikh Dogrusal Programlama Modeli

Ciktiya yonelik kesirli programlama modelinde, amag fonksiyonunu minimum yapan agirliklarin
dogrusal kombinasyonlar1 da amag¢ fonksiyonunun minimum olmasini saglamaktadir. Kesirli

programlama modelinde;
S
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doniistimii kullanilarak ¢iktiya yonelik primal dogrusal programlama modeli elde edilmektedir:
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Girdiye yonelik dogrusal programlama modeli ile ¢iktiya yonelik dogrusal programlama modeli
arasindaki baglantinin agiklanabilmesi igin tabloda girdi ve ¢ikt1 sayilar1 verilen Roosevelt Lisesi’nin

ciktiya yonelik dogrusal programlama modeli kurulabilir.

Girdiler Roosevelt | Lincoln | Washington
Son siniflara ders veren &gretmen sayisi 37 25 23
Biitge (100.000 $) 6.4 5 47
Kayith son sinif grencisi sayisi 850 700 600
Ciktilar Roosevelt | Lincoln | Washington
Ortalama SAT degeri 800 830 900
Mezun olan dgrenci sayisi 450 500 400
Universiteye kabul edilen 6drenci sayisi 140 250 370
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¢ozildigiinde, amag

fonksiyonunun minimum degeri Fr = 1,3302 olarak hesaplanmaktadir. Bu sonug¢ Fr > 1 oldugundan

Roosevelt Lisesi son

smiflarmin - gézlem  kiimesi

igerisinde

goreli

etkin olmadiklari

soylenebilmektedir. Girdiye yonelik olarak ¢oziilen modelde amag fonksiyonunun maksimum degeri




Er = 0,7517 olarak hesaplanmisti. Bu sonuglara bakilarak girdiye ve ¢iktiya yonelik dogrusal
programlama modellerinin arasindaki baglantinin Er = (Fr)-1 oldugu acikca goriilmektedir. 1/1,3302
=0,7517.




